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摘要 R (Zano 是 一 个 独立 同 分 布 环境 下 的 上 临界 分 支 过 程 . 本 文 得 到 了 两 个 关于 (ZJjn>o 的 
非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 该 结果 把 Grama et al. [Stochastic Process. Appl., 127(4), 1255-1281, 2017] 
的 Berry-Esseen 估计 推广 到 了 非 一 致 性 的 情形 . 最 后 , 我 们 讨论 了 这 些 结果 在 区 间 估 计 方 面 的 应 用 . 
关键 词 DRE ”随机 环境 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 
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1 引言 


随机 环境 下 的 分 支 过 程 最 早 由 Smith 和 Wilkinson [1] 引入 , 它 是 Galton-Watson 过 程 的 一 个 推 
广 . wh E= (é&0,&1,...) a 其 中 &, 代表 第 n 代 的 随机 环境 . 随机 环境 下 的 


Zo=1, Bye =) Xni n>0, 


其 中 Xni 代表 第 n RE i 个 个 体 的 后 代数 目 ， 随 机 变量 Xni 的 分 布依 赖 于 环境 En, 其 分 布 律 为 
p (En) = {pr (En) = P(Xni = kên) : k EN}. 对 给 定 的 6, (Xni)iz1 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 ; 而 
B. (Xni)iz1 5 (Zi, ---, Zn) 独立 . W (T, Pe) 为 随机 环境 给 定 后 的 条 件 概 率 空间 , 其 中 Pe 通常 称 为 
淳 火 分 布 (quenced law). 记 © 为 随机 环境 & 的 状态 空间 , 则 总 的 概率 空间 可 以 由 乘积 空间 (ON xT, P) 
来 表示 , 其 中 P(dz, dé) = Pe(dx)r (dé). 根据 定义 , 对 于 任意 的 定义 在 完全 概率 空间 ON xT 上 的 非 负 可 


测 函 数 g, 我 们 有 
f slas, ag) = {| o(e,¢)Pe(av)r(as), 


其 中 7 代表 环境 和 的 分 布 律 . 通常 称 卫 为 退火 分 布 (annealed law). 而 Pe 可 以 看 成 卫 在 给 定 环境 E 
下 的 条 件 概率 . 我 们 用 Ee ME 分 别 表示 概率 Pe 和 下 下 的 数学 期 望 . 对 给 定 的 E, 非 负 整 数 n>0 和 
正 实数 p > 0, 定义 
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英文 引用 格式 : Fan X, Wu H, Ye Y. Nonuniform Berry-Esseen bounds for a supercritical branching process in a random environ- 
ment (in Chinese). Sci Sin Math, 2022, 45: 1-XX, doi: 10.1360/012011-KXX 
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AES: 随机 环境 下 上 临界 分 支 过 程 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 


则 
m®?? _ EZ? H. Mn = Ke Xn is 2 之 
考虑 下 面 的 随机 变量 
n-1 
Ibe il, =n)= [m 221 
1 一 0 
容易 验证 
Zn Zn <n 


通过 迭代 , 我们 有 Mn = Ee2Zn. 记 


X=logmo, p=EX, o? =E(X — p}. 


根据 参数 u <0, u= 0 MK > 0 的 不 同 , EDLA FERE (Zu)n>o 分 别 被 称 为 下 临界 的 , 临界 
的 或 上 临界 的 . 因此 , u 也 被 称 为 关键 参数 . 

随机 环境 下 的 上 临界 分 支 过 程 的 极限 理论 在 过 去 的 十 多 年 间 吸 引 了 很 多 学 者 的 研究 , 见 Boinghoff 
[2], Li et al. [3], Wang 和 Liu [4], Fan et al. [5], Boinghoff 和 Kersting [6], Huang 和 Liu [7] 以 及 Xu [8]. 
特别 地 , Grama et al. [9] 得 到 了 以 下 Berry-Esseen 估计 ( 见 [9] 中 的 定理 1.1) . 假设 po (fo) = 0 几乎 
处 处 成 立 , 且 存 在 两 个 常数 p > 1 和 5 (0, 1] 使 得 EX2+5 < co A E(ZL)" < oo 成 立 . 则 有 下 列 关 
于 log Zn 的 Berry-Esseen 估计 成 立 


P es a < 2) P(x) 


C 
sup < 75/2 (1.1) 


rER oyn 


其 中 C 是 个 正 的 常数 . = 1 时 , 常数 C 的 渐 近 精确 值 由 Gao [10] 给 出 . 

本 文 的 主要 目的 是 建立 关于 log 2 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 虽然 人 们 对 独立 随机 变量 之 
和 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 已 经 有 了 非常 深入 的 研究 , 参考 Bikelis [11] 及 Chen 和 Shao [12] 的 
工作 , 但 是 到 目前 为 止 还 未 有 随机 环境 下 分 支 过 程 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 这 篇 文章 的 目标 既 
是 补充 这 方面 的 空白 . 我 们 得 到 了 以 下 结果 : 对 所 有 的 ze 展 以 及 5 es (0,5), 下 式 成 立 


EE 
根据 (2.1), 随机 变量 log Z, 只 有 有 限 的 1 上 二 5 阶 矩 ,所 以 当 |z| oo 时 上 述 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 
估计 是 以 jz|-:-5 的 速度 衰减 的 , 而 不 是 |z|-2-5 的 速度 衰减 . 显然 , 因为 增加 了 代数 衰减 的 因子 , 上 
面 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 比 (1.1) 的 结果 更 加 精确 . 此 外 , 当 X A RE BE ew ee A. eae < co 时 ， 
我 们 还 得 到 了 带 有 指数 衰减 速率 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 ; 见 本 文 的 定理 2. 
本 文章 的 结构 安排 如 下 . 在 第 二 节 , 我 们 给 出 本 文 的 主要 结果 . 在 第 三 节 和 第 四 节 , 我 们 分 别 给 出 
主要 结果 的 一 些 应 用 和 证 明 . 在 本 文中 , C 或 c 都 是 代表 正 的 常数 , 而 Ck 代表 依赖 于 K 的 正 数 , A 


它们 的 确切 值 可 随 所 在 位 置 的 不 同 而 变化 . 


1 1 
< C—5 ————~ . 
> X 6/2 i |a|1+6 


2 
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2 ”主要 结果 


在 本 文中 , W X; = log mi, i> 0. 显然 , (Xi)iz0 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 且 仅 依赖 于 环境 E. 
设 (Sn)noo 为 随机 环境 下 分 支 过 程 所 对 应 的 随机 游 动 , 其 定义 如 下 : 


n-1 
So=0, Sn =logI, = >》 Xi, n 21. 
i=0 


则 可 对 log Zn 进行 如 下 分 解 

log Zn = Sn + log Wn, (2.1) 
其 中 W, = p. 注意 到 无 论 是 在 测度 P 还 是 测度 Pe 下 , Wr 都 是 关于 如 下 定义 的 o— RE (Fa)n>o 
AYE h, 


Fo = of}, Fn =0 {E Xpi,0Kk<n-1lis ih, ne 1. 


根据 Doob BRC SIE HEA Fatou 引 理 , W, 的 极限 存在 , 记 作 W, H W 满足 EW <1. 本 文通 篇 假设 
以 下 条 件 : Zi > 1 几乎 处 处 成 立 ， 


Z 
E, 1 
7720 


a € (0,00) 


log" Zı < œ. (2.2) 


上 述 条 件 足 以 保证 pe > 0, 
P(W > 0) = P (Zp, "2 00) =] 


H. W, K LA(P) 收敛 到 W, 详 见 Tanny [13]. 
id log? x = max{log z, 0}. 考虑 以 下 两 个 条 件 : 


(Al) 存在 常数 e (0,1] 使 得 


EX2+5 = E (logmg)?*? < œœ. 


(A2) 存在 常数 p > 1 使 得 


在 上 述 条 件 下 , 我 们 得 到 了 以 下 带 有 代数 衰减 速率 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 
定理 1 ”假设 条 件 (A1) 和 (A2) 成 立 . 则 对 任意 的 ve 及 以 及 5 € (0,0), 
log Zn — npu 
Pa 
显然 ,我 们 的 结果 不 仅 列 含 着 Grama et al. [9] 的 Berry-Esseen 估计 ( 见 [9] 中 的 定理 1.1). 而 且 ， 
通过 增加 一 个 代数 衰减 的 因子 一 1 ,改进 了 Grama et al. [9] 的 结果 . 


1 十 lz|1+5 ? 


1 1 
< C— ~. 2.3 
ne/2 1+ |a|i+6 ( ) 


< z) D(z) 


ia M 
dy (x)= f IP (X < z) — &(2)|dx 


为 随机 变量 X 和 标准 正 态 随 机 变量 的 Wasserstein-1 FEES. 则 定理 1 ANF. 该 推论 给 出 了 
Wasserstein-1 距离 下 , (log Zn — np) /oyn 收敛 到 标准 正 态 随机 变量 的 速率 . 
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推论 1 在 定理 1 的 条 件 下 , 下 式 成 立 
log Zn — nu C 
接 下 来 , 我 们 考虑 以 下 比 (A1) 和 (A2) 更 强 的 条 件 : 


(A3) 存在 常数 Ao > 0 使 得 


(A4) 存在 常数 p > 1 使 得 


(p) 
mo mo 
在 条 件 (A3) 和 (A4) F, 我 们 有 以 下 带 有 指数 衰减 速率 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 此 结果 类 似 


于 Fan et al. [14] 关于 款 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 
定理 2 ”假设 条 件 (A3) 和 (A4) RA. 则 对 任意 的 x ER, 


> log Zp — 1 22 

< P ( A 2 ®(2)| < C—(1 + z?) exp {-$} (2.4) 
bs oyn n 2 

= 

= 其 

= = |æ 


= Vir delivn 
- 4 在 文章 [9] F, Grama 等 人 在 条 件 (A3) 和 (A4) 下 得 到 了 Cramér 型 中 偏差 . 与 Grama 等 人 的 
结果 相 比 , (2.4) 式 的 优势 在 于 它 对 任意 的 x ER 成 立 而 不 局 限于 x 需 满 足 0 < |x| = oln) 的 情况 . 


\ 3 ”区 间 估计 上 的 应 用 
:二 3.1 u 的 置信 区 间 


( 车 o 已 知 , 则 定理 1 可 以 用 于 构造 p 的 置信 区 间 . 
= 定理 3 ”假设 定理 1 的 条 件 成 立 . 设 re (0,1), HWE 


|log krn| = o (logn), n —> ov. (3.1) 


则 对 充分 大 的 n, [An, Bn] 是 u 的 置信 水 平 为 1- An 的 置信 区 间 , 其 中 


a, _log2o o- p _ dog Z, | oO (一 学 ) 
ae n Vn ) n> m 1 Vn è 


证 明 ”根据 定理 1, 下 面 的 式 子 


P Ce > x) P (reeg < -z) 
I Te) 二 1 十 o(1l) 与 oe) =1+0(1) (3.2) 


Æ 0 < z =o0(Vlogn) 上 一 致 成 立 . 当 pN 0, 标准 正 态 分 布 的 分 位 数 具有 以 下 展 式 


j= 
wa 


1 1 
(p) T -jio F — log log z — log(27) +0 
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特别 地 , 当 An 满足 条 件 (3.1) 时 , 标准 正 态 分 布 的 (1 一 /2)- 分 位 数 满 足 8B-1 (1 — mn/2) = —O71 (Ky /2) = 
O(Vllog «nl), 且 它 是 Viogn 的 无 穷 小 量 . 根据 (3.2) 式 , 当 n > co IN, 以 下 两 个 式 子 成 立 


log Zn — nų =i Kn Kin 
P(E 
( oyn 2 2 


因此 , 当 一 co 时 ， 


P (~ (1 =) < 108 wn PH <o! (1 = =) a oe (3.3) 


上 式 表明 当 ”足够 大 时 , [An, Ba] 是 u 的 置信 水 平 为 1- rn 的 置信 区 间 . 


3.2 Z, 的 置信 区 间 


HER j 与 o 都 已 知 , 我 们 可 以 运用 定理 1 和 2 来 构造 Za 的 置信 
预测 人 口 数 Zn. 


定理 4 Hen € (0,1). 考虑 下 面 (B1) 5 (B2) 两 组 条 件 : 
(B1) 定理 1 的 条 件 成 立 


区 间 . 这 类 置信 区 间 可 以 用 了 


llog kK, | = o (logn), n— ov. (3.4) 


(B2) 定理 2 的 条 件 成 立 


llog rn| = 0(n'/3), n= o. (3.5) 


= 如 果 条 件 (B1) 或 (B2) 满足 , 则 对 足够 大 的 n, [An, Br] 是 Zn 的 置信 水 平 为 1- pn 的 置信 
5 中 


区 间 


An = exp {ng —oV/ne-! (1 一 =) \, Bn = exp {np +ovVng-! (1 一 =) \. 
证 明 ”假设 条 件 (B1) 满足 . 根据 定理 1 和 (3.3), 我 们 有 : Sno 时 ， 
p(t) eE e cam (1*3) 
= P ( exp {nu - ovna (1 = %)} < Zn < exp {nu + ovne (1 = 号 ) ) w l= Kn: 


上 式 可 见 , 当 nn 是 够 大 时 , [An, Bn] 是 Zn 的 置信 水 平 为 1- rn 的 置信 区 间 . 
现在 , 假设 条 件 (B2) 满足 . 根据 定理 2, 我 们 有 


1 8G) 二 1 十 o(1) 5 =1+0(1) (3.6) 
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fE0 < z = o(nt/ô), n 一 00, 上 一 致 成 立 . 当 kn 满足 条 件 (3.5) 时 , 标准 正 态 分 布 的 (1 一 i,/2)- 分 位 
数 满足 更 -1(1 — An/2) = —O7! (kn/2) = O(y/Jlog kn|), 且 它 是 ne 的 无 穷 小 量 . 然后 , 根据 (3.6), R 


们 有 


P( -a (1 一 备 ) < ar ae <o-1(1- sp) ) ~1— pn 


上 式 可 见 , 结论 仍然 成 立 . 


4 主要 结果 的 证 明 


4.1 定理 1 的 准备 引 理 
量 之 和 , Bikelis [11] 给 出 了 以 下 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 . 


关于 独立 随机 变量 
Yn 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 满 足 


引 理 1 wY.. 
y=0 与 EY P < co i=1,...,n, 
中 常数 5 e (0,1]. 假设 2 Y? = 1. 则 对 任意 的 z ER, 下 式 成 立 
33 <a) — (x)| < aon ie 
i=1 z| i=1 
考虑 W 分 别 在 Pe 和 正 下 的 拉 普 拉 斯 变换 , 即 对 任意 的 + > 0, 
=Ee*™. 


ge(t) = Lee tW 和 g(t) = Spelt) 


我 们 有 下 面 的 估计 . 
引 理 2 ”假设 条 件 (A1) 和 (A2) 成 立 . 则 对 任意 的 t> 0， 
C 


) = (Em Enie . .), nol. 对 给 定 的 k>0, id 


7 证 明 “引入 位 移 运算 符 T”, BI T” (Eo, ê... 


II, (T*é) = Mk Me+n-1- 


特别 地 , 我 们 有 TL, = In (TE). 接 下 来 , 我 们 借鉴 Grama et al. [15] 的 方法 . 由 [15] 中 的 (3.15), PIW 


明 对 任意 的 上 > 0 和 n>1, 有 


la forel) 


n-1 
o(t) < Eo( E) I @&) +A- E)r) + 5 
HP tg = (CK) 0-0, CO 和 天 都 是 正 数 且 满足 下 式 


Bx :=1—(1—1/p)tx € (0,1). 


crew? +P(7 < tx), (4.1) 
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t t = 
[ore (i) Erw] <0 


(t/l a” II, 
E) + Sopa (treat) 


(p) n 
Me (Pre) 49 
L" OTEA mr) Ce 
设 pe (1,2). 对 给 定 的 (n, K), Yn K 
测 函 数 g, 


是 一 个 取 值 为 正 的 随机 变量 , 其 分 布 定义 如 下 : 对 于 任意 有 界 可 


i 1 n—1 
a (rp) T ote) + 0- E) 


j= 


1 /1 1 o(a ona) kiu. 
E v(i) PR met (ree) MTE) | “a 

EH gn,k 是 归 一 化 常数 (使 得 当 g = 1 时 ，Eg( 多 ,x) = 1), 其 表达 式 如 下 : 
— := 7 = 1 mi?) (Te) 
x — Th EE NEN rae? ‘TE (ree) mh TE) 

国 n 1 1 mP) 
= [E+ 0- pE) | + [+ R Cadh (4.4) 
上 式 来 自 [15] 中 的 (3.21). 综合 (4.1)-(4.3), 可 得 


b(t) < dn,KE 


onr t) +P( = < tk). 


n 


(4.5) 
选择 常数 4 满足 log A > pu, WA A> 1. 4 Art < t< At? W K = K, = ((n + 1)log A)!’ , W 
有 limno VtK,, =1, 


, 由 Nageav 不 等 式 ( 见 [16] 中 的 推 


论 2.5), 当 


n 足够 大 时 有 
t t A C 
Pe < tkn) p(T, > = < P(S, nu > n(log n)) < T (4.6) 
= Z t> A? 时 , 设 正 整 数 n 满足 AMT <t< Amt? Ml 
二 logt 
= n> EF 一 2. 
那么 由 (4.6), 对 任意 的 APTI < t< AM? 有 
Ee | lost _ _ co (4.7) 
Ip 8? © nit log A ` (log t)1+6° l 
注意 到 0 < g(t) <1 (t>0). 所 以 由 (4.5) 和 (4.7), 
e(t) < Da devin Lame secant?) + 1+ (log? t) t" (4.8) 
由 qne 的 定义 (4.4) 知 当 APTI < t< AP? 时 
P C 
Qn, Ky S 十 (logt tit , 
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最 后 , 由 (4.8) 和 (4.9) 可 得 : 对 任意 的 上 > 0， 
C 


引 理 2 证 毕 . 


引 理 3 BRZI (A1) 和 (A2) 成 立 . 则 对 任意 的 ge (1, 146), 下 面 两 个 不 等 式 成 立 


E|logW|?% < co 


和 


sup E| log Wn |? < oo. 
nEN 
证 明 ”考虑 关于 El log W| 的 截断 分 解 式 
E| log W|! = E| log W|1Liw>1} + El log W|11iw<1}- 


对 于 上 述 等 式 右边 的 第 一 项 , 有 


slog W|?1yws1; S CEW < œ. 


对 于 第 二 项 , 有 
Sij 
Ellog Wl’l(w<i} = af z (logt) P(W < #7") dé 
1 


< ae | LU Cog ty at 


= ge i HO dogri ary f 2O dogi at) : 


t 
上 式 中 的 不 等 式 利 用 了 Markov 不 等 式 , BUA 


P(W < t!) <eEe = e d(t). 


f P(E) Hog 7-1 dt < oo. 
1 t 


由 引 理 2 以 及 gq <1+6, 我 们 有 


——(] 4 t< $= : 
f i (logt) dt < C o gi dt < co 


将 (4.15) 和 (4.16) 代入 (4.14), 可 得 


| log W|1liw<1} < œ. 


BH 


此 , 由 (4.12), (4.13) 以 及 (4.17), (4.10) 得 证 . 
下 面 证 明 (4.11). 由 于 函数 z 一 llog?(z)1(w<i} 


们 有 
supe log Wn tiw, <1} = Ellog WI lpi}. 
nE 


(4.10) 


(4.11) 


(4.12) 


(4.13) 


(4.14) 


(4.15) 


(4.16) 


(4.17) 


,9 > 1, SARA ORARIRY [7] 中 的 引 理 2.1, R 


+ 
2 
tk 


审 中 稿件 


通过 类 似 于 Ellog W| 的 截断 方式 并 由 (4.17) 可 得 


sup z log W,,|7 = sup ( «log Wn |? Liw, >1} + «log Wn |? liw,<1}) 
nE nE 


< supE |log Wn |" 1fw >1 + sup E |log Wn |° 1yw,, <1} 
mEN mEN 


<C LW + y llog wit liw<1} < Om. 


引 理 3 得 证 . 


以 下 引 理 引用 自 [9] 中 的 引 理 2.4， 其 证 明 可 参考 [9], 
引 理 4 ”假设 条 件 (A1) 和 (A2) 成 立 . 则 存在 常数 y c (0,1) 使 得 对 任意 的 n> 0, 下 式 成 立 


z| log Wn — log W| < Cy”. 


在 定理 1 的 证 明 中 , 下 面 的 引 理 起 着 关键 作用 . 
引 理 5 ”假设 条 件 (A1) 和 (A2) 成 立 . 则 对 任意 的 ze 到 以 及 5 € (0,5), 下 面 两 个 不 等 式 成 立 


ao 


log Zn 一 n— 1 1 
| (4.18) 
oyn oyn n9/2 1 + |z|1+5 
和 
log Zn — nu Sn — Ny 1 1 
P > 2, sr <0 2 4.19 
( oyn . oyn = ndo/2 ] 十 |z|1+5 ( ) 


证 明 ”由 于 (4.19) 的 证 明 方法 与 (4.18) 的 类 似 , 我 们 仅 证 明 (4.18). “4 x > 4, 我 们 有 


P DE TE a y <P ca ni a). 
oyn oyn oyn 


根据 引 理 1, 当 z > H, 不 等 式 (4.18) 显然 成 立 . 当 < — MEH, 根据 Zn > 1 几乎 处 处 成 立 , 我 们 有 


W 


log Zn — MHS Jn 
oyn = O 


所 以 对 任意 的 2 < 一 <， 


oyn ”av 


即 不 等 式 (4.18) 对 任意 的 jz| > YEH RY. 
接 下 来 , 我 们 证 明 对 任意 的 |z| < VEY, 不 等 式 (4.18) 成 立 . 定义 


p (982M ca Se ME > g) = 


n 


Xi 一 内 log Win 
Ym,n = > n= Yon; Vm = ) 
ms, ayn ayn 


X an= z 和 m= [vn] AP H 表示 不 超过 + 的 最 大 整数 . 由 (2.1) 可 得 


Dn = Vn — Vm. 


l Zn 一 no 
P(e a LEDE P (Yn + Vm < z + an, Yn > 2) 
oyn oyn 


+P (|Dmin| > an). (4.20) 


范 协 狂 等 : 随机 环境 下 上 临界 分 支 过 程 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 


对 于 不 等 式 (4.20) 右边 的 第 二 项 , 利用 Markov 不 等 式 和 引 理 4, 可 得 存在 一 个 常数 y © (0,1), 使 得 对 
任意 的 |z| < 2E, 


Din VnE |log Wn — log Wm 1 1 
P ((Dm.n| > an) < 一 = < Cy” XO OG. 4.21 
(Dm, On) Qn oyn 7 n?/2 1 + |g|2+6 eat) 


上 述 最 后 一 个 不 等 式 成 立 的 原因 是 9/2 + n@t9/2)9™ = 0(1), n> 00. 对 于 不 等 式 (4.20) 右边 的 第 
一 项 , 我 们 将 运用 分 解 的 方法 来 控制 它 . 令 


Gm, n(x) =P (Ynn S £), Gn(£) =P (Yn <x) 和 vm(ds, dé) = P (Ym € ds, Vm € dt). 


由 于 Ym, 和 (Ym, Vm) 是 相互 独立 的 , 我 们 有 


P (Yn + Vm <S £ + an, Yn 2 £) 
= P (Ym,n + Ym + Vm SEF Yma + Ym > x) 


= f [P ¥mnts+t< 2+ an Yma +8 > 2) mlds, dt) 


= 用 Lit<an} (Gm,n (£ — 8 — t+ On) — Gmjn(z — $)) Um(ds, dt). (4.22) 


注意 到 (Xi 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 因此 Sx, 和 3、 X; 同 分 布 . 于 是 , 我 们 可 以 得 到 


i=m+1 i=l 
CGmn(Z) (二 于 过 <a) E b> ovVn—m 25) 
= zyn \ _ 
= eee (=) = Gnom (£ (1+ Rn)), (423) 
中 
| 
n-m 
H 0< Ra < 名 .利用 微分 中 值 定理 , 对 任意 的 ze R, 有 
= 1 2 1 2 
= | (x (1+ Ra)) -x)| < Rn or ep 人 -| < OT vexp{-T} 
1 1 
< Cai ae (4.24) 
由 引 理 1 可 以 推出 
四 — Xiu ryn ryn 
< C 1 1 
i (n — m)9/2 1 + |x (1 + Rn) |27? 
ER. (4.25) 


E o 
> ~ 8/21 + |e|2+ 


综合 (4.23)-(4.25), 我 们 有 i j 
|G nm(Z) — (x)| < CR 1 十 1z|2+5 
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因此 , 由 (4.22), 我 们 可 以 得 到 
P (Yn + Vm <S £ + Qn, Yn > 2) S Jı + J2 + J3, (4.26) 
其 中 
J =] Lit<an} |& (x — s — t + an) — (x — 8)| vm (ds, dt), 
1 1 
J= Cap Lecan? Ty jg — gers om(ds, dt) 
和 
二 con /fi : (ds, dt) 
a 9/2 Sant IF je s tF anp” S, f 


对 于 J, 利用 微分 中 值 定理 , 可 得 


1f<as | (@-—s —t+ on) — P(r- s)| 


r? 
< C| = tanlesp{—— + | = t + am|1{lsl>1+3lzl} + | —t+ anllil>i+4lal}: 
于 是 , 我 们 有 
Jı S Sut Sia + Sis, (4.27) 
其 中 
r? 

Jı = offi -t+ anlexp -2 } vn (ds, dt), 

Jiz = J | —t + An|1¢)s)5142|e]} Um (as, dt) 
和 


J13 = ff 1- t+ eld gasrsgiey elds, dt). 


首先 来 看 Jiu, 由 引 理 3 可 得 , 对 任意 的 x ER, 


Pe 
Jı < cepf-2} (Eivi + an) 
1 1 


< Q ee, 
> ~ nô/21 + |x |2+6 


对 于 J2, 令 7, 4> 1, 且 满足 14+14=1. 利用 Holder 不 等 式 , 我 们 有 以 下 估计 : 对 任意 的 x € R, 


(4.28) 


ha < ff tit gsr mld dt) ton Tzir yoy md)) 


. 7 el 1 
< (Saroa) (f rgaoregienem(ds)) +P (Ial > 1+ Fiel) 


1 1 1 
SO. G (ra > 1+ zh) $ 
n 4 


1 1 
—P | |Ym| 2 1+- : 4.2 
= =P (IYnl > 1+ jl (4.29) 


万 
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由 3 


理 1 知 


1 1 1 
P(IMwl>1+ zh) = P(Yn >14 l) +P(¥m <—1- Fl) 


IN 
= 
各 | 
AT 
pe 
el 一 
B 
< 
I> 
Sa 
+ 
后 | 
ge 
+ 
Ble 
als 
NN, 


tC 2+6 E 
1+ ((1+|2|/4)/n/ym) i 


1 1 
S CaF, 1 十 |z|2+5 7 (4.30) 


现在 设 = 9225 _ 5, 则 有 


5 =345- E7 (4.31) 
将 (4.30) 代入 (4.29), 即 有 : 对 任意 的 |e] < uvn/o, 
eee : (4.32) 


75/21 十 |zl1+5 


下 面 我 们 再 看 Jis 取 p = 525, 利用 Markov 不 等 式 和 引 理 3, 我 们 可 以 得 到 , 对 任意 的 |z| < YEH, 


Ji3 


人 


JpenGD+ f ont gasregien%m (dt) 


U ija A iy, 
loa» 上 (at) +P (WV) 214 GI ) 


八 


< Tr + ll 
< (4.33) 
综合 (4.27)-(4.33), 有 
1 < ae (4.34) 
值得 注意 的 是 , 对 任意 0” c (0, 8] 我 们 有 
‘270 : (4.35) 


al EE 
eel? 1 4 elie 


然而 , 由 6” 的 定义 可 得 9 © (0, 5) 的 充 要 条 件 为 r e (34, 228). 由 (4.31) 式 , 9 与 > 旺 单调 递增 
关系 , H% r= 站 2 时 ，4 达到 最 大 值 5 . 由 此 可 见 , 使 (4.35) 成 立 的 最 大 的 6 为 5 ,否则 6 将 
超过 6. 

现在 来 讨论 Jo 和 Jz 的 上 界 估计 . 利用 与 (4.30) 类 似 的 推导 过 程 , 可 得 , 对 任意 的 z e R, 


1 1 
Jz = Cap H L(t<em} TH jg — gprs om (as, dt) 


1 1 1 
Z Qe. / — ~ Vn (ds) +f Tags Um (ds) 
nel? ( sl<itlzl/2 1 + |£ — s|? js[>attol/2 1 + |£ — s|? 
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下 1 1 
< t m 2 = 
D C 7 f + |x/2)2+ P(e |21+ sl«l)| 


1 1 
< 7m5/2 工 十 |z|2+5 (4.36) 


对 于 Js, 利用 与 (4.30) 和 (4.33) 类 似 的 推导 过 程 , 可 得 , 对 任意 的 
1 1 
J3 = Cif IJ Leesan} Ty Jg a gers (ds, dt) 


1 1 
C—, TJ ganas dt) + f mlds) + f Um (dt) 
nol? ( ls+tl<2+|zl/2 1 + |£/2|2+° |s|>1+|2|/4 |t|>1+4|a|/4 


1 1 1 1 
C HP||Ym 21+ — P| [Vin] > 1+- 
nô/2 r ( | 十 il 十 ( | 十 ij| 


人 


人 


1 1 
S no/2 1+ |x[2to" (4.37) 


| 


F 是 , 将 (4.34), (4.36) 和 (4.37) 代入 (4.26), 可 得 


1 1 
最 后 , 由 (4.20), (4.21) 和 (4.38), 可 得 (4.18) 对 任意 的 |z| < YEH 成 立 . 
4.2 定理 1 的 证 明 
由 (2.1), 我 们 知道 
logZ, —np — Sn— np _ logWn 
oyn on an 
由 引 理 1 和 条 件 (A1), 我 们 有 
Sn — np ee eee aia 1 1 1 
P 一 一 :和 P < E < - ; 4. 
| ( aya 2) " > avn | UHE Sn T+ [ae or 


到 (= Zn — nu < 2) 
oyn 


7 p (PEE <a, E < a) P(e <e SE > 
oyn oyn 


= (2 <a) +p (ERR <a SE > p (SETTE > g, BTE ca). 


oyn oyn on oyn oyn 
将 引 理 5 应 用 于 最 后 一 个 等 式 , 我 们 得 到 
log Zn — nu Sy — nu 1 1 
P aaa rare = 


综合 (4.39) 和 (4.40), 


P (= < m < 2) (x) 


二 
on oyn 


oyn 
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Sp 一 nk 
HIP < ® 
| ( oyn ) Ww 
1 il 
nô/2 1+ |æ|1 + 


< 


定理 1 得 证 . 


4.3 定理 2 的 准备 引 理 


利用 与 引 理 3 类 似 的 证 明 , 我 们 有 下 面 的 引 理 . 
引 理 6 假设 条 件 (A3) 和 (A4) 成 立 . 则 存在 正 数 ao 使 得 下 面 两 个 不 等 式 成 并 


EWT™ < oo (4.41) 
和 
sup EW, °° < œ. (4.42) 
neN 
证 明 ”由 于 : 村 
We = 一 to 一 1dt， 
Dida 7 
则 
TY = l a o(t)t tdt 
T (ao) 0 
1 1 Co 
三 o(t)t ldt +f p(t eat) f 4.43 
ml 四 pote) (4.43) 


其 中 工 是 伽 马 函 数 . 对 于 上 式 括号 中 的 第 一 项 , 由 于 0 < 9(t) <1 (t > 0), 则 对 任意 的 ao > 0, 有 


1 1 
| ott "dt < cf to 一 dt < oo. (4.44) 
0 0 


对 于 第 二 项 , 我 们 首先 需要 证 明 存在 正 数 ol, 使 得 对 任意 的 上 > 0 有 


C 
14ta 


o(t) < (4.45) 


接 下 来 , 我 们 借鉴 Grama et al. [15] 的 方法 . 引入 引 理 2 证 明 中 的 取 值 为 正 的 随机 变量 Yn. 根据 
(4.5), 我 们 有 : 对 所 有 的 + > 0， 


P(t) < Gn, KEO(Yn,x t) +P( 元 < tk). (4.46) 
Ù p € (1,2). (4.3), 有 
n-1 
Qn,KEY, x = El ing) 0-6) +5 TI 
j=0 
Lala pe Ue Oe) [mp (Ps) 
二 下 
tR" [HOE m ame ( mr 
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于 在 P F, 对 任意 的 天 > 0, Inl) 独立 于 Mai (TE) 和 (TE), 那么 


dn,KEYÝ k = ns ] (pı (éj) + a -nena 


j=0 


a ST (Te). (in? (Tné) 
II 14 
+ emo [t+ So TE o 


= ET [m @il&) + (1— pi(&))8x)] 
(p) n 
k+l mg (TE) 
1 o m? (T'E) ) 
E 


(Emg)” 1 1 ( TOMO 
| 14 ; 4.47 
K 1— Em P” ( mo ) ean 


因此 , 利用 控制 收敛 定理 和 (4.47), 可 得 


LII 


~ 1 
inr Erk 2 ang F g (1+0) PO. 


那么 ， 我 们 可 以 取 no, Ko 以 及 充分 小 的 are (0, ào) 使 得 dno,Ko DY Ko <1. 再 由 (4. 46) 与 Markov 
不 等 式 可 得 


~ t 
b(t) < dno, Ko Pp( Yo, Ko t) + P( 寺 一 < tKa) 
no 


< dno.KoE¢(Yng,Ko t) + Maii, (4.48) 
注意 到 0 < o(t) <1 (t > 0). 最 后 , 由 (4.48) 以 及 [17] 中 的 引 理 4.1 可 得 : 对 任意 的 上 > 0， 
C 
OS Fame 


则 (4.45) 得 证 . 下 面 我 们 取 0 < ao <a, 有 


I ott tdt < cf touidi < o. (4.49) 
1 1 


(4.43), (4.44) 和 (4.49) 可 得 (4.41) 成 立 . 
下 面 证 明 (4.42). 由 于 函数 £ 7% (ao > 0, x > 0) 是 非 负 凸 函数 . 则 根据 [7] 中 的 引 理 2.1, 我 


们 有 


sup EW, °° = EW < oo. 
mEN 


— 6 得 证 . 
一 个 引 理 表 明 Cramér 条 件 (A3) 和 Bernstein 条 件 (A3) 是 等 价 的 . 
Ie 7 条 件 (A3) 与 下 面 的 条 件 (A3) 等 价 . 


(A3') 存在 一 个 常数 H > 0 , 使 得 对 于 任意 的 大 > 2, 


(X — wf < TkH" E(X — p’. (4.50) 
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证 明 ”首先 证 明 充 分 性 . 假设 (A3) 成 立 , 利用 泰勒 展开 式 , 有 


edo (XH) = (1 > eae) ae 3 solr — 4)) <14 >. PARAN, (4.51) 


k! ! 
k=1 k=2 k=2 


S do = zy 由 (4.51), 我 们 得 到 


这 就 证 得 了 (A3) 成 立 . 
下 面 证 明 必 要 性 . 假设 (A3) 成 立 , BY Eee) =: co < co. 由 不 等 式 x* < kler, 可 得 对 任意 的 
k > 3， 


dp FE[Ao(X — w)|* < KATEexot 一 和 


(X — u)" 


1d ay e 


> < zH" 2E(X — p}, 


其 中 H = max{A5?, 227%}. 4 k= 2 时 , (4.50) 显然 成 立 . 必要 性 得 证 . 


下 述 引 理 给 出 了 两 个 关于 log Z, 的 Bernstein 型 不 等 式 . 
引 理 8 ”假设 条 件 (AB) 和 (A4) 成 立 . 则 对 任意 的 x > 0, 以 下 不 等 式 成 立 


log Zn — nu xr? 
| = 
和 
log Zn — ny r? 
i =a 
= 其 中 C 是 大 于 1 的 常数 . 
‘= 证 明 ”由 于 Cramér 条 件 (A3) 和 Bernstein 条 件 (A3’) 是 的 , 我 们 只 需要 在 条 件 (A3’) 和 
oO (A4) 下 证 明 引 理 8 即 可 . 当 x = 0 时 , 这 两 个 不 等 式 显 然 成 立 因 ; E 我 们 只 需 考虑 x > 0 的 情况 . 
首先 给 出 (4.52) 的 证 明 . 记 
Ai 一 . 1 
Ini = ayn’ ‘n 


显然 有 


log Zn-nu 忌 log Wn 
Seen = mat 
ovVn 2 i oyn 


其 中 二 Mni 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 . 那么 对 于 任意 的 zx > 0, 我 们 有 


log Zn — nn z log Wn 
P| 一 一 一 -一 > = P n,i > 
( 二 大 z) (> Toda S 


< h+h, (4.54) 
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= x log Wn x 
(Som 7 =) ata (“ae =.) 
(0 


将 Bernstein 不 等 式 应 用 于 五 , 对 任意 的 © (0, £), 我 们 有 


2 
y =n) { x? } 
I, < ex < exp 4 ——-———_= ?. 4.55 
利用 Markov 不 等 式 以 及 EW = 1, 对 任意 的 ze (0, S£), 可 得 
=P (Wn > > exp {z?}) < exp { 一 x 2} iW, = exp {—a?} ; (4.56) 


结合 (4.54)-(4.56), 对 任意 的 x (o, “次 )， 可 得 (4.52). “a> 22 时 ,有 


Pp (=5 > z) <+, (4.57) 
中 
T logWn _ x 
运用 与 五 和 五 类 似 的 证 明 方 法 , 对 任意 的 > > 2 以 及 足够 大 的 c, 我 们 有 
(2/2)? { x \ 

Iz < exp ¢ 一 一 一 一 一 S exp§ 一 一 一 一 4.59 

en ine pe 2(1 + cx//n) cae 
和 

royn., x? 
La < exp {- 2 \ EW < exp =} 。 (4.60) 


综合 (4.57)-(4.60), 可 得 对 任意 的 z > 2, (4.52) ROZ. 
下 面 证 明 (4.53). BE ao 是 一 个 由 引 理 6 给 出 的 正 数 . 那么 , 对 任意 的 x > 0, 有 


log Zn — nu k log Wn 
( oyn z) | 3 mi gyn F 
万 十 五， (4.61) 


人 


zr? log W, r? 
三 下 | 一 ni 过 2 一 一 一 天 上 M Is =P 2> ; 
( 2 ee | ATs ( oyn Z) 


然后 , 我 们 给 出 Ts 和 Ty 的 上 界 . 利用 Bernstein 不 等 式 , 对 任意 的 € (0, 25), 有 


P (1-525) 


oyni zl 人 1 ee 


I5 < exp 


TE y <ep{-50 (4.62) 


17 


范 协 狂 等 : 随机 环境 下 上 临界 分 支 过 程 的 非 一 致 性 Berry-Esseen 估计 


并 且 由 Markov 不 等 式 和 引 理 6, 对 任意 的 a e (0, 95M"), 我 们 有 


2 
Is =P (ioe Wn < - = P (W; ™ > exp {z7}) < exp{—27}EW,® < ox. (4.63) 


综合 (4.61)-(4.63), 对 任意 的 zx (0, 958), (4.53) 成 立 . 当 z> OSV, 有 


(= Zn — nu < 


< i+ iy. 
oJ z) 7+ tg 


Z x logW, _ x 
I7=P(— >.) 和 到 = 了 > 
7 ( 2 Mni z) F 8 ( on =) 


w=1 


再 次 利用 Bernstein 不 等 式 , 对 任意 的 x > goryn., 可 得 


一 se 人 ae (4.64) 


a4 


oyn 2 


利用 与 16 类 似 的 证 明 方 法 , 对 任意 的 z > ZY", 我 们 有 


ana ago ynag a x 
Ig =P ( log Wp < — < exp | -222V "E | ay g Cep? -—— 2 l. 
i (i 2 of 2 | “of oe) 


引 理 得 证 . 
下 述 引 理 是 Grama et al. [9] 中 定理 1.3 推导 出 的 直接 结 
引 理 9 假设 (A3) 和 (A4) R. 则 对 任意 的 xe |0， ntl), 以 下 不 等 式 成 立 


~ log 1— (x) se n 
” 
Pl 1423 
一 log (a) C va 
4.4 定理 2 的 证 明 
当 z e [oma/4] 时 , 由 引 理 9 的 第 一 个 不 等 式 , 我 们 有 
p (Ett <a) B(x) = fp (ESR > 2) (1 sa 
1423 
> -|0-a@)en{o-= } - a- ap] 
i -0 = (0) (ex {e442} 1). (4.65) 
利用 不 等 式 ez — 1 < zre”, x > 0, 我 们 有 
ew {corte | 1< 02S ep {forte}. (4.66) 
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<1-&(z) < ——_—_., Yri>0 (4.67) 


以 及 (4.65) 和 (4.66), 可 得 


log Zn — np C(x? +1-2) r? 1 十 23 
< > 
P ( < 3 (z) > exp a C Je 


oyn 2Q7n 
> 262 G427)\8 {-5 root (4.68) 
> Va p 5 Jal . 
由 于 ze [0, n14], 我 们 有 
j t 1 _ 1 z 1 
Va 14S (Ceyn 1+Cz/VREER) 1TCzV 
k=1 
所 以 ; : 2 
化 T T T T 
wf- grea a ea e arm (49 
将 (4.69) 应 用 于 (4.68), 对 任意 ze [0, n14], 有 
p (= is z) d(x) > -ct + x°) exp {-30 =z \ (4.70) 
下 面 我 们 给 出 P (eZee < x) @(x) 的 上 界 . 再 次 使 用 引 理 9 的 第 一 个 不 等 式 , 有 
P (“ES ai y z) iT = f (“ES Ts z) a sj 
<= [it~ 2(2)) exp { ote} (1 sa 
= ll) (exp f-o HE) = 1) (4.71) 
由 不 等 式 er -1> x, x <0, 可 得 
exp HE) 1> ote. (4.72) 


将 (4.67) 和 (4.72) 应 用 于 (4.71), 有 


= 2 2 
p (8 nu <a) oe a C(1+ 27-2) on {-o} 
oyn 


(4.73) 


{ 20 a } 


< Ot ep 


综合 (4.70) 和 (4.73), 对 任意 的 ze [0, n4], 我 们 得 到 


P (= <a) B(x) 
oyn 


<o ü +P)ep{- oh. 
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UK 


a > n4 时 , 我 们 有 


log Zn — nu 
< 
P/ avn <=) Pi 


= |p (1227 z x) (1 — ®(z)) 


<P (1227 > r) +1- (2). (4.74) 


由 引 理 8 的 第 一 个 不 等 式 以 及 引 理 7, 对 任意 的 zx > nl/4 有 


p (En tt > a) <cem 人 -二 7 而 上 (4.75) 


注意 到 
ee /2 1 x 
DERU VT(1L 十 2Z) 和 ref wea}: te) 
并 且 对 任意 的 x > n4, 有 
1 1 De got 
pote 和 Ha a (4.77) 
综合 (4.67) 以 及 (4.74)-(4.77), 我 们 有 
log Zn — nu 1 2 x 
对 于 xz <0 的 情况 , 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 , 只 是 将 (4.67) BRA 
ps <0, (4.78) 


dale yale 


而 且 将 引 理 8 以 及 引 理 9 中 的 第 二 个 不 等 式 分 别 运用 于 z € [-n'/4, 0] 和 z © (—00, -ma/4) 两 个 情 
况 下 的 证 明 . 


Iuy 
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Nonuniform Berry-Esseen bounds for a supercritical branching 


process in a random environment 


Xiequan Fan & Hao Wu & Yinna Ye 


Abstract Let (Zn) be a supercritical branching process in an independent and identically distributed random 


environment. We establish nonuniform Berry-Esseen bounds for the process (Zn), which refine the Berry-Esseen 
bound of Grama et al. [Stochastic Process. Appl., 127(4), 1255-1281, 2017]. We also discuss an application of 
our result to constructing confidence interval for the criticality parameter. 
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